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摘要

本文来源于作者 2018 年在清华大学为首届丘成桐英才班开设的教改课程《几何与

对称》的部分内容 [1]，通过几何直观和棋盘游戏实例来解释“群”这个重要数学概念的

一些基本思想和应用方法。

1 引言

大学数学系里通常有一门基础课称为“抽象代数”，主要内容是群、环、域等这些现代代

数学中的基本概念和方法。读书的时候感觉这些概念初学起来的确很“抽象”，就像这门课的

名称一样。随着不断学习和积累，逐渐发现这些概念其实非常直观，朋友们也经常笑谈到

这门课应该被教为“非抽象代数”。本文通过一个具体的数字游戏来聊聊非抽象代数。

我们探讨的这个经典例子称为数字推盘问题，玩法类似于华容道。考虑一个 4 × 4 的

方形棋盘以及标记 1− 15 的数字方块。游戏者每次移动一个数字方块到相邻空白格，例如

15 2 1 12

8 5 6 11

4 9

10

7

3 14 13

15 2 1 12

8 5 6 11

4 9

10

7

3 14 13

问题: 是否可以由下图左还原到下图右的原始状态?

15 2 1 12

8 5 6 11

4 9 10 7

3 14 13

?
1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

我们将围绕如何解决这个经典问题来解释“群”这个基本数学概念。
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2 几何变换与对称性

具有几何对称的物体通常都有强烈美感和丰富结构，“群”即刻画如此。考虑等边三角形

这个图形具有很强的几何对称性：我们可以通过如下的几何变换把三角形变换到它自己

旋转

反射

我们总共得到如下 6 个对称变换

观察到这些几何变换满足如下两个重要性质：

1. 对称变换的复合还是对称变换

2



旋转 旋转

反射 旋转

反射 反射

2. 对称变换可以由逆变换来还原

顺时针旋转 逆时针旋转

反射 反射

3 群的概念

几何对称变换的这些性质构成的数学对象称为“群”。
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抽象定义而言，一个群由一个集合 G 和满足结合律的二元运算

• : G×G → G

（称为群 G 中的乘积）组成，满足

• 单位元：存在单位元1G，使得：1G • g = g • 1G = g

• 可逆性：对任一元素 g，存在逆元g−1 使得：g • g−1 = g−1 • g = 1G

例如：

1. G = R− {0}，• 为实数的乘法 a • b := ab

单位元 =1， a 的逆元是 1
a

2. G = Z，• 为整数的加法 m • n := m+ n

单位元 =0， m 的逆元是 −m

上述例子中 • 是交换的，即满足：a • b = b • a。乘积满足交换性质的群称为阿贝尔群。

例如：如下 6 个几何变换组合成一个群（称为二面体群D3）

D3 是非阿贝尔群：旋转和反射不交换！

顺时旋转 垂直反射

垂直反射 顺时旋转
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例如：考虑平面上的几何变换

x

y

A

A′

σx= 沿 x-轴作镜像反射

x

y

BB′

σy= 沿 y-轴作镜像反射

这两个变换满足 σx · σx = σy · σy = 恒等变换。我们将两个变换 σx, σy 相复合，记为 σxy。

x

y

C

C ′

σxy= 沿原点作对径映射

σxy = σx · σy = σy · σx 且 σxy · σxy = 恒等变换。

我们考虑变换 σxy 与 σx 以及 σy 的复合

x

y

A

A′

σxy · σy = σx

x

y

BB′

σxy · σx = σy

我们得到如下的变换复合关系：

σx · σx = σy · σy = σxy · σxy = 恒等变换
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σx · σy = σy · σx = σxy

σy · σxy = σxy · σy = σx

σxy · σx = σx · σxy = σy

这些变换 {1, σx, σy, σxy} 构成一个阿贝尔群，称为Klein 四元群。特别的我们有

σx · σy · σxy = 恒等变换（单位元 1）

4 一个古老的游戏 (Peg Solitaire)

群的结构表现为变换。在实际运用中，一个重要的思想是在一系列丰富的变换中找到

不变的对象。作为一个例子，我们考虑一个古老的游戏：

游戏规则: 每次把一个黑子隔着相邻

(水平或者垂直) 的另一个黑子跳到空

白处，同时移除被跳过的黑子。如上

图。

问题: 是否可以使得棋盘上最后只剩下一个黑子? 如果可以，这个黑子落在哪里?

通过实践很容易发现第一问的答案是肯定的，我们用群论方法来分析第二问。把 Klein
四元群元素如下标记到棋盘中

σx

σx

σx σx σx

σx σx

σx σx

σx

σx

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

这个标记方法使得直线上任意三个相邻元素的乘积都是恒等变换单位元 1。

设 C 是棋盘上的一个黑子分布。定义 C 的权为

[C] = 所有的黑子位置上的 Klein 四元群元素相乘
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σx

σx

σx σx σx

σx σx

σx σx

σx

σx

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

上图右的权 =σx · σxy · σx · σx = σy

σy σxy σy σy σxy σy

σy · σxy = σx

观察到：如果 C 走一步得到 C ′，则

[C] = [C ′]

具有相同的权。因此“权”为游戏过程中的一个不变量。

容易计算初始黑子分布的权为 σy

σx

σx

σx σx σx

σx σx

σx σx

σx

σx

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

σxy

因此最后一个黑子只可能落在标记为 σy 的位置。

黑子最后不可能落在如下右图绿点的位置 (权为σxy)。由左右对称性，可以排除最后一

个黑子落在如下左图的可能性（否则可以采取左右镜像的走法使得最后落在右图绿点）。
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类似对称性分析，我们可以共排除如下 6 种可能

X

X X

X X

X

最后一个黑子只能落在如下图中的某个位置

实际上这 5 种可能性都可以达到，而且我们总可以使得最后一个黑子落在正中间。假如最

后一个黑子落在如下左图的位置，则上一步如中间图。可以改变走法使得最后一个黑子落

在右图的位置。这样我们就完整地解决了这个问题。
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5 置换群

集合 {1, 2, · · · , n} 到自己的一个一一映射称为一个n 元置换。例如：如下映射 σ 是一

个 5 元置换

σ : 1, 2, 3, 4, 5 → 3, 1, 5, 2, 4

两个置换的复合也是置换。所有 n 元置换构成一个群 (称置换群)，记为 Sn。

一个 n 元置换 σ 可以记为

σ =

[
1 2 · · · n

i1 i2 · · · in

]

σ 表示将 1 变成 i1，2 变成 i2，..., n 变成 in。例如

σ =

[
1 2 3 4 5

3 1 5 2 4

]

表示置换 σ : 1, 2, 3, 4, 5 → 3, 1, 5, 2, 4。乘积 αβ 表示先作用 β 置换，再作用 α 置换。例如[
1 2 3

2 1 3

][
1 2 3

1 3 2

]
=

[
1 2 3

2 3 1

]

如果置换 σ 把其中 k 个元素映射为

σ : i1, i2, i3, · · · , ik → i2, i3, · · · , ik, i1

而把其他元素映射到自己，我们称 σ 是一个长度为 k 的轮换，并把 σ 简化标记为

σ = (i1 i2 · · · ik)

例如：

σ =

[
1 2 3 4 5

1 3 5 4 2

]
= (2 3 5)
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任意一个置换总可以表示为一些轮换的乘积，例如[
1 2 3 4 5 6

1 4 6 2 3 5

]
= (1)(24)(365) = (24)(365)

其中 (1) 表示的是恒等置换，可以省略不记。

6 交错群（偶置换群）

长度为 2 的轮换 (i j) 称为一个对换。例如

σ =

[
1 2 3 4 5

1 5 3 4 2

]
= (2 5)

每个轮换均可以表示为一些对换的乘积，但是这种表达方式不唯一。例如

(1 2 3) = (1 3)(1 2) = (1 2)(2 3)[
1 2 3

2 3 1

]
=

[
1 2 3

2 1 3

][
1 2 3

1 3 2

]

由于每个置换总可以表示为一些轮换的乘积，因此每个置换也总可以表示成一些对换

的乘积。虽然表达法不唯一，但是容易发现不同表达法里包含的对换个数的奇偶性是确定

不变的，称为该置换的奇偶性。例如：长度 k 的轮换可以写成 k − 1 个对换相乘

(1 2 3 . . . k) = (1 k)(1 k − 1) · · · (1 3)(1 2)

因此我们知道奇长度的轮换是偶置换，偶长度的轮换是奇置换。例如

奇置换 : (2 3), (1 3 4 7) = (1 7)(1 4)(1 3)

偶置换 : (1 2 3) = (1 3)(1 2), (4 3 2 1 6)

置换的复合满足

奇置换×奇置换 → 偶置换

奇置换×偶置换 → 奇置换

偶置换×偶置换 → 偶置换

因此 Sn 中所有偶置换构成一个群（称为交错群），记为 An 。
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7 数字推盘问题的解-必要条件

问题: 是否可以由图左还原到图右原始位置?

15 2 1 12

8 5 6 11

4 9 10 7

3 14 13

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

上图左对应于一个置换

σ =

[
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

15 2 1 12 8 5 6 11 4 9 10 7 3 14 13 16

]
这里我们把空白标记为 16。

如果棋盘的布置可以从原始的位置（上图右）移动得到，它对应的置换 σ 应该满足什

么性质? 移动过程可以通过记录空白位置的走动来标志

每个移动为 S16 中的一个对换 (空白标志为 16)。如果要求将空白移回到出发点，则

往上走步数＝往下走步数，往左走步数＝往右走步数

总共要移动偶数步! 因此数字推盘问题可解的一个必要条件是

推盘对应的数字置换是偶置换

回到这节开始的问题，推盘对应的置换

σ =

[
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

15 2 1 12 8 5 6 11 4 9 10 7 3 14 13 16

]
= (1 15 13 3)(4 12 7 6 5 8 11 10 9)

是奇置换，因此我们知道它对应的数字推盘不可能还原到原始状态。

进一步，我们可以考虑

问题：如果数字推盘对应的数字置换是偶置换，是否一定可以还原？

答案是肯定的。为了证明这个结论，我们需要引入群的生成元的概念。
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8 群的生成元

群 G 的一组元素称为生成元，如果 G 中每个元素都可以通过这组元素反复相乘得到。

例如：Klein 群 K = {1, a, b, c}

a • b = c b • c = a c • a = b

a2 = 1 b2 = 1 c2 = 1

• {a, b} 是一组生成元。比如 1 可以由 a • a 得到，c 可以由 a • b 得到。

• {b, c} 也是一组生成元。因此生成元的选法并不唯一。

例如：二面体群 D3 的一组生成元是 {r, s}，它们满足

r3 = 1, s2 = 1, sr = r2s

1 r = 顺时针旋转120◦ r2

s = 垂直反射 sr2sr

例如：置换群 Sn 可以由如下对换生成

(1 2), (1 3) , · · · , (1 n)

比如任意的置换 (i j) 可以写成

(i j) = (1 j)(1 i)(1 j)

由此可以生成所有的置换。类似的，给定其他一个数比如 3，如下对换

(3 1), (3 2) , (3 4) · · · , (3 n)

也构成 Sn 的一组生成元。

例如：交错群 An (即 Sn 中的偶置换) 的一组生成元是

(1 2 3), (1 2 4) , · · · , (1 2 n)

类似的，给定其他两个数比如 2, 4，如下轮换

(2 4 1), (2 4 3) , (2 4 5) · · · , (2 4 n)

也构成 An 的一组生成元。读者可以尝试着证明这个结论。
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9 数字推盘问题的解-充分条件

我们下面来分析求解数字推盘问题的充分条件。首先我们考虑两个特殊的移动。

第一个移动为：

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 12 15

13 14 11

通过如上移动，我们知道如下置换是可以还原的

τ = (11 12 15)

第二个移动为：

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 15

13 14 12 11

5 1 7 3

9 2 6 4

13 15 8

14 10 12 11

5 1 7 3

9 2 6 4

13 15 11 12

14 10 8

通过如上移动，我们知道如下置换是可以还原的

ρ =

[
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

5 1 7 3 9 2 6 4 13 15 11 12 14 10 8

]
= (1 5 9 13 14 10 15 8 4 3 7 6 2)

观察到：如果置换 σ1, σ2 可以还原，那么

• σ1σ2 可以还原：通过复合操作实现

• σ−1
1 可以还原：通过逆向操作实现

换言之，所有可以还原的置换构成了一个群。
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通过上述两个移动，我们知道如下两个置换是可以还原的

τ = (11 12 15), ρ = (1 5 9 13 14 10 15 8 4 3 7 6 2)

因此由它们及其逆元复合生成的置换均可还原。直接计算发现

τ, ρτρ−1, ρ2τρ−2, · · · , ρ12τρ−12

恰好构成集合（顺序不一致）

(11 12 1), · · · (11 12 10), (11 12 13), (11 12 14), (11 12 15)

因此这些置换均可以被还原。由上述讨论，我们知道元素

(11 12 1), · · · (11 12 10), (11 12 13), (11 12 14), (11 12 15)

生成所有的 15 元的偶置换。因此任意一个对应于偶置换的数字推盘均可以还原！总结上述

讨论，我们通过置换群的结构证明了如下结论：

定理. 数字推盘可以被还原到初始状态当且仅当其对应的数字置换是偶置换。

9 4 1 12

10 5 6 11

2 15 8 7

3 14 13

?
1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

例如对于上面这个问题，它对应的置换

σ =

[
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

9 4 1 12 10 5 6 11 2 15 8 7 3 14 13

]
=(1 9 2 4 12 7 6 5 10 15 13 3)(8 11)

是偶置换，因此我们知道它一定可以被还原。

10 后记

如果你是一名中学生，是否也渴望发表和分享新奇的想法和点子，希望当小小科学家

尝试探索的乐趣？波士顿国际出版社即将发布面向中学生科研的杂志
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如果你有一些好的想法，不妨来试试吧！
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